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Introduction

Supposons que I'on modélise un phénomeéne physique par une
équation aux dérivées partielles linéaire que I'on discrétise par
différences finies ou éléments finis

Il existe plusieurs causes d'erreur :
1- Modélisation
2- Erreur de discrétisation
3- Erreur due au solveur linéaire

4- Erreurs d'arrondi

Cet exposé est centré sur le point 3, un petit peu 2 et une pincée
de 4



On résout
Ax=b

par méthodes itératives de Krylov :

- Gradient Conjugué (CG) si A est symétrique définie positive
- FOM ou GMRES si A est non symétrique

La plupart des codes utilisent
k
Ir < el ]

comme critére d'arrét ol r* est le résidu (en théorie r* = b — Ax¥)
D’autres utilisent la norme de I'erreur inverse (backward error)



MAIS, la norme du résidu peut étre trés différente de la norme de
I'erreur. Exemple :
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Steam2 : n = 600, k = 3.78 10°, GMRES, norme b,
Résidu, Erreur



Ce qu’on voudrait faire, c'est obtenir des estimations (ou des
bornes) de la norme de I'erreur durant les itérations

Ax =b

Supposons que I'on connaisse une solution approchée %
L'erreur est e = x — X et le résidu r = b — AX, r est calculable,
mais pas e

On a la relation fondamentale

Bien entendu, on ne veut pas résoudre ce systeme. Mais
le|?=eTe=(A1)TA L r =rTA 2,
Si A est définie positive on s'intéresse a |[e|3 = e Ae et I'on a

lela = r" A7 r



Le cas symétrique

On s'intéresse a
uTf(A)u

ol u est un vecteur donné et f une fonction réguliere (1/x ou
1/x?)
A=QAQT

avec @ orthonormale (vecteurs propres de A) et A diagonale
(valeurs propres \;)

fF(A)=QFf(NQT

C'est, en fait, la définition de f(A) lorsque A est symétrique
Bien sur, en général, on ne connait pas @ et A



uTf(Au = u"QF(INQTu
= T f(A\)y

= Z FON)Y?
i—1

Cette somme peut étre considérée comme une intégrale de
Riemann-Stieltjes

C
I[f] = qu(A)u:/ f(\) da(N)
a
ol la mesure « est constante par morceaux et définie par

0 ifA<a=\
a(N) = 4097 AN <A< A
S ife=X <A



Quadratures de Gauss et variantes

L'idée est d'utiliser des quadratures de Gauss pour obtenir des
bornes de I'intégrale

La formule générale pour une intégrale de Riemann—Stieltjes est

I[f] = / ) da()) =

ot les poids [w;]};, [vi];L; et les nceuds )]}, sont inconnus et

M
F(t) + > vif(z) + RIf],
k=1

HMZ

les nceuds [z]) | sont prescrits

Voir Davis and Rabinowitz; Gautschi; Golub and Welsch



» Si M =0, c'est Gauss sans noeuds prescrits
» SiM=1et z1 =aouz = c cest Gauss—Radau
» SiM=2et z1 =a,z = c, c'est Gauss—Lobatto

Le terme R|[f] est le reste. En général on ne peut pas le calculer,
mais si la mesure « est positive non décroissante

2
2N+I\/I N

2N+/\/I /H)\ zy) H —t)| da()), a<n<c

j=1

R[f] =

Pour la quadrature de Gauss (M = 0), le reste R[f] a le signe de
FN ()
Voir Stoer and Bulirsch



Quadrature de Gauss

Comment calcule t-on les nceuds t; et les poids w; ?

On utilise les polyndmes orthogonaux associés a la mesure «

b
/ PiNB(A) da(r) = 5y



Ces polyndmes satisfont une récurrence a 3 termes

P()\) = [po(A) pr(A) -+ pv—1(N)]7, eV =(0 ---

AP(N) = InP(A) + ynpn(A)eV

w1 "N
Y1 W2 72

IN-2 WN-1 TYN-1
IN-1  WN

Jn est une matrice de Jacobi, ses valeurs propres sont réelles,

simples et dans I'intervalle [a, ¢|



Les valeurs propres de Jy sont les nceuds t; de la quadrature de
Gauss

Les poids w; sont les carrés des premiers éléments des vecteurs
propres normalisés de Jy

Dans les cas qui nous intéressent, on connaft le signe des dérivées
de f et on obtient des bornes pour /[f]

Pour Gauss-Radau et Gauss-Lobatto, on modifie des éléments de
Jn pour avoir une ou deux valeurs propres prescrites



Calcul de I'intégrale

Il n'est pas toujours nécessaire de calculer les nceuds et les poids

On a N
> wif(t) = (") F(Un)e’
=1

Pour f(x) = 1/x il faut calculer

—1
(Iy 1
pour une matrice tridiagonale symétrique Jy

Comment calcule t-on la matrice de Jacobi (les coefficients de la
récurrence des polynémes orthogonaux) pour la mesure o ?

La réponse est d'utiliser la méthode de Lanczos



La méthode de Lanczos

Partant d'un vecteur ¥ = v/||v||
a1 = (Avhvh), 72 = Avt — vt

et pour k =2,3,...

Ca définit une matrice tridiagonale Jj



Soit xk(A\) le déterminant de J, — A/,

- _(oqyer XA
VK= pr(AVvE, pr(N) = (1)K 1771 M1

Les polyndmes py satisfont une récurrence a 3 termes

MkPk+1(A) = (A — ak)pk(A) — mk—1pk-1(A), k=1,2,...
avec pp =0, p1 =1

Il existe une mesure (3 telle que

() = (o) = | " o(NPIN BN

ol a< A1 = Aminet ¢ > Ay = Amax, Amin €t Amax sont les plus
petite et plus grande valeurs propres de A



Siv=QTv
0 si A< A\

a(X) = { CIalg]? st A <A< A

SR i A <A

Donc

@
M1l
Q



Calcul de u"f(A)u

» on normalise v si nécessaire — v!

» on fait k itérations de la méthode de Lanczos avec A en
partant de v!, ce qui donne la matrice de Jacobi Jj

» pour Gauss—Radau ou Gauss—Lobatto on modifie J, — Ji.
Pour Gauss on a J, = Ji

> si C'est possible, on calcule (e')7f(Ji)e’. Sinon, on calcule
les valeurs propres et les premieres composantes des vecteurs
propres avec |'algorithme de Golub et Welsch pour obtenir les
approximations données par les méthodes de quadrature



Siflul =1

et
R[f] = (e')Tf(Jn)et — (') T F(Jy)et

La convergence de la quadrature de Gauss vers la valeur de
I'intégrale dépend de la convergence des valeurs de Ritz (valeurs
propres de Ji) vers les valeurs propres de A



Gradient Conjugué

Pour résoudre les problemes SPD on utilise CG. Mais

CG = Lanczos

Il serait stupide d'utiliser Lanczos a partir des itérés de CG

Que peut-on faire?



La A-norme de |'erreur dans CG

Le carré de la A—norme de I'erreur a I'itération k est
k 1
e¥)A = I°1P[(J, et et) — (U e, eh)]

ou n est I'ordre de la matrice A et J, est la matrice de Jacobi des
coefficients de Lanczos qui peuvent étre calculés a partir de ceux
de CG. De plus
2 12
Kip2 012 [(me 1] [
[e[la =l Z ¥
J

j=1

k
Jj=1
ol z{k)est le jieme vecteur propre normalisé de J, correspondant a

la valeur propre 91(_k)



Ces formules montrent le lien entre CG et les quadratures de Gauss

Le carré de la A—norme de |'erreur est le reste d'une quadrature de
Gauss pour calculer I'intégrale (A=1r%, r9)

Notons que la norme de I'erreur a I'itération k dépend de
I'itération n. Ceci est du au fait que CG (et les méthodes de Krylov
en général) sont des méthodes directes utilisées comme méthodes
itératives

Dans CG il n'y a pas de notion de vitesse asymptotique de
convergence. La vitesse de convergence dépend de la convergence
des valeurs de Ritz

Comment utilise t-on cette formule?
A I'itération k de CG on ne connait pas (J, 1)1 !

L'avenir est inconnu, mais le présent est I'avenir du passé!



Soit d un entier (> 0) donné, I'approximation de la A-norme de
I'erreur a I'itération k — d est donnée par

1% ~ I Dy — Ula)an)

— La justification de cette approximation est que I'on a

1491 = NZ = 11PNy = Uit a)

et I'on suppose que |¢“||4 est négligeable devant ||c*~9||4

— Une autre interprétation est qu'ayant une quadrature de Gauss
avec k — d nceuds a l'itération kK — d, on utilise une quadrature
plus précise avec k nceuds pour estimer |'erreur



Il faut faire attention a la facon de calculer (J;l)(u) — (J;_ld)(l’l)

On peut montrer que

k—1
A~ > vl
j=k—d
avec o
(7, r)
V= -
(p/, Ap/)

un des 2 coefficients de CG

Gauss donne une borne inférieure. D'autres bornes peuvent étre
obtenues avec Gauss—Radau et Gauss—Lobatto

Gauss—Radau donne une borne supérieure de la norme de I'erreur si
on connait une borne inférieure de la plus petite valeur propre



CG préconditionné

Avec un préconditionnement la formule devient

€€]1A = (2%, ) ((Jn H)1a — (J¢ D)

ot Mz% = 0, M est le préconditionnement, une matrice
symétrique définie positive choisie pour accélérer la convergence

La borne donnée par la quadrature de Gauss est

k—1

k—d i
l<Ia~ Y w(,r)

avec



Exemple

—div(A(x,y)Vu)=f, ulr=0
Différences finies dans le carré unité

1

Abey) = (2+psin2)(2+ psin 1)

Parametres : p =18 and n =0.1
On calcule f telle que la solution soit u(x,y) = sin(7x)sin(my)

CG avec préconditionnement diagonal et IC(0)
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CG, d =1, n=10000, log;, A-norme (bleu), Gauss (rouge),
Gauss—Radau (vert), a = 10~*, prec. diagonal



0 — A-norm
—d=1

— d=5

b

-6F
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CG, n = 10000, log;, A-norme (bleu), Gauss d=1 (rouge), Gauss d=5
(magenta), prec. diagonal
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CG, d =1, n=10000, log;, A-norme (bleu), Gauss (rouge),
Gauss—Radau (vert), a = 10~*, prec. 1C(0)



Relation avec la discrétisation

Supposons que I'on veuille résoudre
Lu=Tf inQ

Q ouvert borné, avec des conditions limites appropriées sur I,
frontiere de Q

Exemple simple :
—Au = f./ U‘r =0

Solution dans H}(Q)
a(u,v) = (f,v), Vv € V = H}(Q)

a(u, v) forme bilinéaire auto-adjointe



Probleme discret :

a(uh, Vh) = (f, Vh), Vvh c Vh

Le solveur lindaire donne x* — u,’j
On voudrait
k
|u— uplla = [Ju— unlls
On a

k k
lublla = lIx"[|a

Critere d’arrét proposé par Arioli :
Soit () une estimation de [¥||3,

Ck < 772((xk)TrO +bTXO)

Le parameétre 1) est h ou équivalent



Critére d'arrét

Pour les différences finies, on a multiplié le second membre par h?,
on modifie un peu le critéere d'Arioli

Si ¢, < 0.1(1/n)?((x*)Tr° 4+ c¢"x°) alors stop

ol (y est la borne inférieure | ¢“||3 donnée par Gauss

Avec n = 10000, la A—norme de la différence entre la solution
“exacte” du systéme linéaire et la discrétisation de u est
n, =1.2682 1073

Avec un préconditionnement diagonal, on fait 163 itérations et |'on
a ny = ||uf — ul|; =1.2755 103

Avec Cholesky incomplet IC(0) on fait 53 itérations et
ny = 1.2668 1073

Voir aussi Jiranek, Z. Strako$ et Vohralik



CG en précision finie

Les bornes de la norme de I'erreur fonctionnent encore en précision
finie malgré les erreurs d'arrondi et la perte d'orthogonalité des
résidus, voir Strakos et Tichy (2002)

Les erreurs d'arrondi ont 3 effets sur les méthodes de Krylov :
» perte d’'orthogonalité des vecteurs de base (résidus pour CG)
» augmentation du nombre d'itérations

» limitation de la précision maximum atteignable pour
Ib — Axk|
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CG, Strakos30, perte d'orthogonalité



CG, Besstk01, n=48
10 T T
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CG, BCSSTKO1, n = 48, différentes précisions, log;y de la norme du
résidu
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Problémes non symétriques

Le but est de faire pour FOM et GMRES la méme chose que pour
CG:

1) Obtenir des formules pour la norme k de I'erreur

2) Utiliser ces formules pour calculer des estimations de la norme

de 'erreur d itérations “en arriere”

Pour le cas non symétrique, on n'a pas de correspondance avec des
formules de quadrature



FOM et GMRES

Soit A réelle non singuliére

V. matrice des vecteurs de base orthonormaux v/, j =1,..., k de
I'espace de Krylov KCx(r%, A) générés par le procédé d'Arnoldi (avec
MGS)

xk=x9 + szk

AV, = Vi H, + hk+17kvk+1(ek)T

ol H) est une matrice de Hessenberg d'ordre k et d'éléments h; ;



On a H, = VkTAVk et AV, = V,H, si on peut aller jusqu'a la fin

Pour FOM on demande que le résidu soit orthogonal a I'espace de
Krylov
Hizk = v,] 0 = |0t

Soit
H,
H© _ k )
K (hk+1.k(ek)T

Pour GMRES on minimise la norme du résidu

min|| |r°]|e* — H{z|



La norme de |'erreur dans FOM
On suppose que tous les Hj sont non singuliers
Le carré de la norme /» de I'erreur est

112 = [P [(Hy tet, Hytel) — (Hitel, Hite))
+ 2/,“(_"_171((11_11:1el7 ek)((ll_l;lek+1)k7 H;lel)]

ot on note (H;1ek™1)¥ les k premieres composantes de la colonne
k + 1 de l'inverse de H,



Cette formule est intéressante mais pas trés adaptée au calcul

1) Le calcul de (H,te', H tel) — (H, te', H, te)) peut &tre
problématique

2) On ne connait pas le signe des autres termes

Il est donc utile de transformer cette formule



“Simplification” de la formule pour FOM
L'idée est d'exprimer H, ' en fonction de H,:l
Soit

([ Hk W
fin = <YkT Hk)
et wk = W, H_te!,

_ hegae(ef Hte)
B 1— hk+1,k(ek, H;lwk)

Yk

|€X[[2/||r°||?> est donnée par
{hisr i (5, M) b€, Htwi)) 12 et g | Hi w2

Dans cette version on a la somme de deux termes positifs
Evidemment, on ne connait pas Hy et Wy



Relations avec le résidu

En supposant Hy non singulier,

P12 = 1012 h gy s (Hitet s )2

Avec les notations précédentes, on a

r—1 -1k
kHQ _ ”rkHZ HHk el||2+||Hk w ”2

It —
[1— hir1k(ek, Htwh)P2



Estimation de la norme de |'erreur dans FOM

Hy = <Hk—d V~Vk—d>
thd Hk—q

(Attention au changement de notations)

A l'itération k on obtient une approximation de la norme de
I'erreur [|¢“~9||? a I'itération k — d (d > 1) par

1700 [{ Ak—ds1h—a (9 H tet)

k—d k—d
+  Yk—dle s H,. 1dW ))} ||Hk d€ H2+7k d”Hk dW HQ]
ou whk=9 = Wk,dlzlk_ilde1 et

hi—ds1,k—a(€9, H !t el)
1— hy—di1h—a(ex=d, Ht wk=d)

Yk—d =



Exemples

Matrices du Matrix Market et discrétisation d'une EDP :

E05r0500 : dynamique des fluides, Reynolds Re = 500,

n =236,k = 1.16 10°, valeurs propres complexes, parties réelles
négatives

Steam1 : modele 3D de réservoir pétrolier, n = 240, k = 2.82 107,
valeurs propres réelles et négatives

Steam?2 : modele 3D de réservoir pétrolier, n = 600, x = 3.78 106,
valeurs propres réelles et négatives

Convection-diffusion :

N e L
X

carré unité, schéma upwind, n = 2500, k = 1360
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E05r0500 : n = 236,k = 1.16 10%, FOM, d=1
Erreur (bleu), résidu (pointillé), estimation (rouge)
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Steaml : n = 240,k = 2.82 107, FOM, d=1
Erreur (bleu), résidu (pointillé), estimation (rouge)
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Steaml : n = 240, x = 2.82 10, FOM
Erreur (bleu), résidu (pointillé), estimation d=10 (rouge), d=20
(vert)



Steam?2 : n =600, x = 3.78 10°, FOM
Erreur (bleu), résidu (pointillé), estimation d=1 (rouge), d=10
(vert)
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Convection-diffusion : n = 2500, x = 1360, FOM
Erreur (bleu), résidu (pointillé), estimation d=1 (rouge), d=10
(vert)




Relations entre FOM et GMRES

On note FOM (F) et GMRES (G)

Soit t* la derniére colonne de (H, Hy)™?,

2
M1k

5k+1 P S
1+ hfﬂ,ktk

et uk = (5k+1tk
k k k k
xg = xp — (27 )k Vieu

62- = El;: + (Z,I_S)k Vkuk

ol z,’é est le vecteur des coordonnées de FOM donnée par
k _ 1,0 y—1.1
zg = ||[r°[|H, e



La norme de |'erreur dans GMRES

Avec les mémes notations que pour FOM w* = W, H, e

_ hkgak(ef H e
1 hyyr ek, H twk)

Yk

Soit t* la dernitre colonne de (H, Hy) ! et

2
M1k

Oke1= —5——
2 k
14 hk+1,ktk

avec Uk = Gtk

leg 11 = Nekl>+HIr° P2 (Hy et ) (Hiw", u)+(Hy et e ) u) ]



Estimation de la norme de |'erreur dans GMRES

On utilise la formule pour [|ef 7|2
Le terme additionnel est approché par
012 2vk—a(H gt e ) (H  wh e, uk=d)

eGP o [T



Exemples

On utilise les mémes exemples que pour FOM
Remarques :

1) Les résultats sont un peu meilleurs

2) Les courbes oscillent moins (voir Steam1)

3) Augmenter le délai d améliore les approximations
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E05r0500 : n = 236, = 1.16 108, GMRES, d=1
Erreur (bleu), résidu (pointillé), estimation (rouge)




E05r0500 : n = 236, = 1.16 10°, GMRES,
Erreur (bleu), résidu (pointillé), estimation d =1 (rouge), d = 100
(vert)
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Steaml : n = 240, x = 2.82 10", GMRES
Erreur (bleu), résidu (pointillé), estimation d=1 (rouge), d=10
(vert)
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Steam?2 : n = 600, x = 3.78 10°, GMRES
Erreur (bleu), résidu (pointillé), estimation d=1 (rouge), d=10
(vert)
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Convection-diffusion : n = 2500, x = 1360, GMRES, d=1
Erreur (bleu), résidu (pointillé), estimation (rouge)



Il existe d'autres possibilités d'estimation de la norme de |'erreur

Voir les articles de Brezinski et al.



Conclusions

Pour les méthodes de Kylov utilisant des bases orthogonales on
sait écrire des formules (simples!) donnant la norme de I'erreur

Ces formules sont utilisées pour calculer des estimations (ou des
bornes pour CG) de la norme de I'erreur au cours des itérations

Ces estimations peuvent &tre utilisées pour obtenir des critéres
d’arrét des itérations plus surs, reliés a I'erreur de discrétisation
pour les problemes venant de la discrétisation d'EDP
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