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Introduction

» Etant donnés des nceuds t;, des poids Wj2 et des valeurs y;,

j=1,..., m trouver un polynéme q de degré n < m qui
minimise
m
2. 2
> (v —a(t)* w;
j=1

» Les poids et les noeuds définissent un produit scalaire

m

(f.g)m =Y F(t)a(ty)w]

j=1

» La solution g peut étre obtenue en utilisant les polynomes
orthogonaux py associés a ce produit scalaire
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Introduction (2)

> Les polyndmes py vérifient une relation de récurrence a 3
termes

Brt1Pr+1(A) = (A — aw)pk(A) — Brpk-1(A), k=0,1,...

» Ceci nous donne des matrices, dites de (Jacobi), Jx avec pour
coefficients «;, 3;

» On montre que les nceuds t; sont les valeurs propres de J,, et
les w; sont les premiers éléments des vecteurs propres
normalisés
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Probléeme inverse

> lci, on connait t; et w; et I'on veut calculer la matrice J,, a
partir des données spectrales

> |l s'agit d'un probleme inverse difficile
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Solution du probleme de moindres carrés

v

Notons les valeurs propres de J,, : Q}m) = t; (valeurs de Ritz)
T

PN = (Po(N) - Pm-1(N))

On a Ap™(A) = Jmp™(X) + Bm—1pm(N)e™

Les zéros de p,, sont les valeurs propres de J,,

vV v . vY

pm(e,(’”)) est un vecteur propre non normalisé de J,,

Pm=(pm(@™) - pm(05)
» JPm = Pn©nm, © matrice diagonale des valeurs propres et
PTP,, = D;? matrice diagonale

v
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Solution du probleme de moindres carrés (2)

» La solution g s'écrit q(t™) = Pl d™, t™ = (t;)j=1..m
> et 3710y — q(4))? w} = ||PnD3y™ — d™||?
» donc d™ = P,,D2y™ (interpolation) et

d" = anmDr2n.ym7 n<m
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Augmentation et diminution

» Supposant que I'on connaisse la solution jusqu'a I'indice m

» Augmentation : ajouter un nouveau triplet de données
{tm+1, Wm+1, Ym+1} et calculer la solution sans repartir de
zéro

» Diminution : supprimer un triplet de données

» Probleme : il faut calculer les polynémes orthogonaux
connaissant t; and w;

» |l faut augmenter ou diminuer la matrice de Jacobi donnant
les coefficients de la récurrence a 3 termes
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Construction de la matrice de Jacobi J,,

» On peut le faire avec les algorithmes de Stieltjes ou de
Lanczos pour une matrice diagonale (noeuds) et un vecteur de
départ (poids), pb : stabilité?

» Algorithmes de reconstruction de J,,, depuis les données
spectrales :

» De Boor and Golub, 1978
» Gragg and Harrod, 1984
» Gautschi

Reichel, 1991 1993
Laurie, 2000

v

v



Augmentation par rotations
Considérée par Elhay, Golub and Kautsky (1991)

Theorem
Soit o = (W2 + - - + w2)Y2. La solution est donnée par

ma=0(g 2 YT

thrl

Tmi1 = (0 + Why1)Y?

Wm+1Ym+1

Q matrice orthogonale déterminée de facon unique en demandant
que Jmy1 soit tridiagonale et Q telle que

+1)

1 1
Q(Ume + Wm—l—lem = Om+1€
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Augmentation par rotations (2)

» Q= RnRm—1---R1, R; : rotation entre les lignes j et m+1

> Ry est calculée pour avoir Q(o et + wpy1e™t) =g, et

» Ceci crée des éléments non nuls dans la derniere ligne (et la
derniere colonne) que I'on chasse par d'autres rotations
Ro, ..., Ry pour avoir J,, 1 tridiagonale



Diminution

» C'est similaire a annuler un poids. Ca peut étre fait en
utilisant des rotations hyperboliques
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Diminution

» C'est similaire a annuler un poids. Ca peut étre fait en
utilisant des rotations hyperboliques

c s
—is ¢/’

» Ca ne marche pas tres bien... (voir exemple)

avec ¢2 —s2 =1
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Exemple

tj = —142(j—1)/(N-1),w; = 1/VN,y; = 1.54sin(4t;), j =1, ...,

Partant de t;, w; on construit récursivement les matrices de Jacobi
en ajoutant un nceud a chaque étape jusqu'a N

Ensuite, on diminue en supprimant un nceud a chaque étape et on
compare les coefficients («, 3,0, d) avec ce que |'on a obtenu lors
de la construction par augmentation

La figure suivante se lit de droite a gauche!



Augmentation avec rot. — Diminution avec rot. hyp.

Rhrud: relative errors in downdating
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Rotations inverses

Theorem (Elhay, Golub, Kautsky)

Etant donnés o1, Jmi1 et d™ 1 la solution pour supprimer
{tm+1a Wm+1aYm+1} €S

(Jg’ 0 >: Qms1QT

thrl

~ 2 2 1/2 am _ dm+1
Om = (Um Wm+1) ) Wit 1Yma1 - Q
m m

ou la matrice orthogonale Q est déterminée de facon unique en
demandant que J,, soit tridiagonale et telle que

Q(Um+1e1 - Wm+1q) - 5'me1

q est un vecteur propre normalisé de Jp,+1 correspondant a tp, 1
normalisé pour avoir le premier élément positif
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REV

» Ca semble intéressant... Cependant, il faut connaitre le vecteur
propre correspondant a la valeur propre (nceud) a supprimer

» Elhay, Golub and Kautsky utilisent un vecteur propre g calculé
en résolvant un systeme linéaire avec J,;1

» Ca ne marche pas bien...

> Tous ces calculs s'arrétent (sqrt de nombres négatifs) méme
avec n petit
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Calcul du vecteur propre

» Le vecteur propre calculée par EGK n'est pas assez précis

» Quand on ajoute un nceud a chaque étape et qu’ensuite on les
supprime, on peut calculer les vecteurs propres de facon
incrémentale en utilisant les rotations @

» Les résultats sont bien meilleurs...

» On peut utiliser de grands ensembles de données sans
probleme

» Mais, c'est trop cher...
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Calcul du vecteur propre (2)

» Une autre possibilité est d'utiliser ce qui est fait dans MR3
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Calcul du vecteur propre (2)

» Une autre possibilité est d'utiliser ce qui est fait dans MR3
(Dhillon-Parlett) pour calculer un vecteur propre précis

» Les résultats sont encore meilleurs...
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» Supposons que |'on connaisse les données pour j =1,..., N

> Soit Y = {tj, wy, y OV k=1, N—-M+1

» On calcule une solution moindres carrés de dimension n < M
pour Yi

» Pour k =2,...,N — M + 1 on ajoute a droite
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Exemple : fenétre glissante

v

Supposons que I'on connaisse les données pour j =1,..., N
Soit Yy = {tj, wj, y iV k=1,... ,N—=M+1

On calcule une solution moindres carrés de dimension n < M
pour Yi

Pour k =2,...,N — M + 1 on ajoute a droite

{tk M, Wiy Yirn b €t on supprime a gauche

{tk—1, Wk—1, Yk—1}

On compare a la solution calculée directement (avec RHR)
pour Y

v

v

v

v



Augmentation — Diminution avec RHR

Rhrud: relative errors in sliding
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Rhru-Rev: relative errors in sliding
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Augmentation avec rot. — Diminution avec vecteurs propres

Rhrud-Rot1-2: relative errors in sliding
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Rhrud-Rot3: relative errors in sliding
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Conclusions

» Les méthodes d'augmentation par rotations fonctionnent bien

» Pour la diminution, il faut étre attentif au calcul du vecteur
propre

» En utilisant les modifications proposées, de grands ensembles
de données peuvent étre traités de facon incrémentale



Gene H. Golub (1932-2007)
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